
專題: 誰該被當掉: 關於機率的應用

目的:

本專題以常見的分數分佈的問題, 說明機率觀念在解決問題上的能力。 透過直覺的想

法, 佐以機率的理論與電腦程式的寫作, 可以從學生分數的表現中分離出不同的程度

的群組。 想法、 理論與實作結合的練習, 是本單元主要的目的。 其中, 演算法 (Algo-

rithm) 的程式寫作是主要的練習目標。

為什麼:

機率的概念給人的感覺是理論的、 抽象的, 通常是用來做理論證明或推論的。 其實, 機

率的觀念也是提供解決問題的一種手段, 只不過學過機率論並不能保證學會這個方法。

因為從機率的觀點切入問題的核心需要不斷的練習, 譬如對樣本的機率分配假設, 寫

出概似函數或後驗機率, 再配合實作的演練, 方能逐漸駕輕就熟, 成為未來解決問題的

方法之一。

做什麼:

本單元想從機率的觀點出發, 將隱藏在一組樣本裡的群組資訊顯現出來, 譬如依學生的

考試分數將學生分成 「有學習意願」 與 「無學習意願」 兩群。1 這牽涉到對樣本資料的

假設(譬如服從常態分配), 資料的模型(譬如雙峰常態) 及分群的方法。 學生的分數(樣

本) 透露多少學生該屬於哪一群的資訊? 某生有多大可能性屬於某一群? 這些都是機

率式的思考模式, 需要練習以機率函數的方式表達, 其中概似函數、 後驗機率與先驗機

率是最常使用的機率函數。 這些機率函數的意義、 使用與表達是單元練習的重點。 而

依據這些機率函數的分群方法, 則需要演算法的幫法才能真正達到分群的目的(看到分

群的結果。) 演算法的落實便是程式寫作的發揮。 從觀念的切入、 資料與模型假設與程

1一般而言, 人類的學習能力常被假設具常態分配, 所以諸如考試分數之類的能力評量資料常呈現鐘

形的分佈情況。 但這個結果根植於所有參與者都具學習意願的假設, 當有一部份人拒絕學習時, 情況會

變得複雜。 於是在某些情況下, 當資料呈現出 「不正常」 的分佈時, 透過分群的方式, 常可以發現問題的

原因, 譬如城鄉差距。
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式的撰寫, 這一整套的過程是本單元練習的重點。

怎麼做:

本實驗以學生的學期分數為例, 考驗老師當人的抉擇; 是在 60 分畫一條界線, 低於 60

分者被當, 還是另有其他選擇? 是否該考慮分數的分配情況? 機率的觀念是否可以幫

忙做決定? 圖1展示四種學期成績的分配情況, 如果妳是老師, 最想見到哪一種分佈

呢?

圖 1: 四種學期成績的分佈情況

圖1除左上圖外, 其餘三張圖都呈現出程度不一的雙峰分佈, 教育單位或專家可以舉出

各種原因來說明這個 「非常態」 分佈的現象, 不過這不是本實驗的目的, 這個實驗想透

過機率的觀念去估計這個雙峰的分配。 理論很簡單, 方法很單純, 就是需要寫程式來完

成這個工作。
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問題描述: 假設全班的學期分數y1, y2, · · · , yN 來自兩個常態分配的母體,2即 yi 可能

來自 N(µ1, σ
2
1) 或 N(µ2, σ

2
2) 。 其機率密度函數寫成

p(y) = π1p(y|µ1, σ
2
1) + π2p(y|µ2, σ

2
2) (1)

其中 π1, π2 分別代表兩個常態分配的組合比例。 我們想從已知的分數樣本去估計式

(1) 中的未知參數: π1, µ1, µ2, σ1, σ2。
3

實驗1: 實驗步驟

1. 先猜測兩常態群組的參數:µ1, σ1, µ2, σ2 做為第一次的估計。

2. 判斷每一筆分數樣本最可能來自哪一個的常態群組, 即

yi ∈ 群組1 , 如果 p(yi|µ1, σ1) > p(yi|µ2, σ2), 反之,yi ∈ 群組2

i = 1, 2, · · · , N

3. 根據步驟2的分群結果, 估計參數

π1 =
N1

N
, N1 : yi屬於群組1 的個數

µ1 =
1

N1

∑
yi∈群組1

yi

µ2 =
1

N2

∑
yi∈群組2

yi, N2 : yi屬於群組2 的個數

σ2
1 =

1

N1 − 1

∑
yi∈群組1

(yi − µ1)
2

σ2
2 =

1

N2 − 1

∑
yi∈群組1

(yi − µ2)
2

重複步驟 2,3 直到所有估計值不再改變為止。 每次的重複都會更新這些參數, 但變化

幅度可能會越來越小, 最後幾乎不再變化, 稱為 「收斂。」 寫程式時可以設定一個較大

2一般而言, 一個母體由多個常態的母體所組成, 其分配稱為混合常態分配(Normal Mixture)。
3π2 = 1 − π1
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迴圈數, 列印每次迴圈最後的更新結果, 以肉眼設定收斂的標準, 記錄最後的結果。 或

是在程式迴圈中, 設定一個微小的差距值 ε , 若前後兩次的估計值的差小於 ε, 則程式

停止。 譬如以本實驗為例, 共有5個估計值, 其整體的大小以下式表示。

norm([π1 µ1 µ2 σ1 σ2])

不過當估計值不只一個時, 必須小心使用這個方式, 特別是不同估計值間的規模(scale)

差距太大時, 適當的調整是必要的。

步驟2以機率密度函數值來判別群組的方式, 並未考慮組群的大小, 直覺上不夠好。 如

果換成 π1p(yi|µ1, σ1) > π2p(yi|µ2, σ2) , 是否表現比較好?

實驗2: 實驗步驟同實驗1, 不過修改步驟 2 中對於樣本 yi 的群組屬性的判斷

1. 先猜測兩常態群組的參數:π1, µ1, σ1, µ2, σ2 做為第一次的估計。

2. 判斷每一筆分數樣本最可能來自哪一個的常態群組, 即

yi 的群組屬性 ∆i
抽樣∼ Bino(1, γi1), 其中

γi1 =
π1p(yi|µ1, σ1)

π1p(yi|µ1, σ1) + (1 − π1)p(yi|µ2, σ2)

3. 估計參數

π1 =
1

N

N∑
i=1

∆i

µ1 =

∑N
i=1 ∆iyi∑N
i=1 ∆i

=
1

Nπ1

N∑
i=1

∆iyi

µ2 =

∑N
i=1(1 − ∆i)yi∑N
i=1(1 − ∆i)

=
1

N(1 − π1)

N∑
i=1

(1 − ∆i)yi

σ2
1 =

∑N
i=1 ∆i(yi − µ1)

2∑N
i=1 ∆i

=
1

Nπ1

N∑
i=1

∆i(yi − µ1)
2

σ2
2 =

∑N
i=1(1 − ∆i)(yi − µ2)

2∑N
i=1(1 − ∆i)

=
1

N(1 − π1)

N∑
i=1

(1 − ∆i)(yi − µ2)
2
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重複步驟 2,3 直到所有估計值不再改變為止。 這裡抽樣得到的 ∆i 非 1 即 0, 當 ∆i =

1 代表 yi 屬於群組 1, 當 ∆i = 0 代表 yi 屬於群組 2。 這是另類判斷群組別的方式,

其實參數估計的方式只是分別處理屬於不同群組的樣本而已, 與實驗 1 的估計方式相

同。

由於群組的屬性來自抽樣的結果, 參數的估計並不會如實驗1產生收斂的效果, 也就是

參數估計的結果會持續變動, 只是變動幅度會趨於穩定。 這時候不能採用實驗 1 的方

式停止程式的遞迴。 而是讓程式持續執行相當數量的迴圈, 並記錄每次估計的結果, 迴

圈結束後, 最終的估計值採最後 m 次估計值的平均數。 至於總迴圈數與 m 值視情況

而定, 沒有一定的數值可供參考。

實驗3: 實驗步驟同實驗1, 不過不再判斷樣本 yi 的群組屬性

1. 先猜測兩常態群組的參數:π1, µ1, σ1, µ2, σ2 做為第一次的估計。

2. 計算樣本 yi 屬於群組 1 的機率

γi1 =
π1p(yi|µ1, σ1)

π1p(yi|µ1, σ1) + (1 − π1)p(yi|µ2, σ2)
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3. 估計參數4

π1 =
1

N

N∑
i=1

γi1

µ1 =
1

Nπ1

N∑
i=1

γi1yi

µ2 =
1

Nπ2

N∑
i=1

γi2yi =
1

N(1 − π1)

N∑
i=1

(1 − γi1)yi

σ2
1 =

1

Nπ1

N∑
i=1

γi1(yi − µ1)
2

σ2
2 =

1

Nπ2

N∑
i=1

γi2(yi − µ2)
2

重複步驟 2,3 直到所有估計值不再改變為止。

三種方式的結果孰優孰劣, 從給定的樣本分數中其實是分辨不出來的, 因為我們並不

曉得真正的參數是什麼。 如果要瞭解不同方法間的優劣, 只好從模擬資料中去判別。 資

料是根據自己決定的參數創造出來的, 標準答案已經在那裡了, 估計的結果自然可以

根據標準答案去衡量。 試著自己產生模擬資料, 做出下列幾種比較

• 當兩個常態成分的比例比較懸殊時。

• 當兩個常態成分比較接近時, 即 µ1 與 µ2 較接近時。

• 當兩個常態成分的變異數相同或不同時。

做實驗前, 得先擬好實驗內容, 準備好數據, 才開始動手。

實驗前的練習:

4這裡的平均數可以稱為 「加權平均數。」
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觀察混合常態的長相; 假設由兩個常態分配合成, 其合成密度函數為

fY (y) = π1f1(y; µ1, σ
2
1) + π2f2(y; µ2, σ

2
2)

畫出下列混合常態的密度函數(如圖2所示), 可以利用 MATLAB subplot 的功能在

一張圖上畫 6 個圖。 (本題摘自參考文獻[1],p.113)

1. π1 = 0.5, µ1 = 0, σ1 = 1, π2 = 0.5, µ2 = 2, σ2 = 1

2. π1 = 0.25, µ1 = 0, σ1 = 1, π2 = 0.75, µ2 = 3, σ2 = 1

3. π1 = 0.8, µ1 = 1, σ1 = 1, π2 = 0.2, µ2 = 1, σ2 = 4

4. π1 = 0.6, µ1 = 0, σ1 = 1, π2 = 0.4, µ2 = 2, σ2 = 2

5. π1 = 0.9, µ1 = 0, σ1 = 1, π2 = 0.1, µ2 = 2.5, σ2 = 0.2

6. π1 = 0.6, µ1 = 0, σ1 = 1, π2 = 0.4, µ2 = 2.5, σ2 = 1

圖 2: 兩個常態混合的密度函數
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